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日本大学・医学部（二次試験）
試験日 2023年 2月 11日 時間 60分 jklgh(数列，ベクトル)| †
A 以下の問いに答えなさい．
Ñ 方程式 x3 + 2x2 + 3x+ 2 = 4x+ 4の解を求めなさい．
Ò 自然数 n が 4の倍数でないならば，f(n) = n3 + 2n2 + 3n + 2は 4の倍数であることを示しなさい．

B aを 0 < a < 8を満たす定数とし，放物線 P : y = ax2 ¡ ax+ 2および双曲線H : y = 4
x + 2aを考える．

このとき，以下の問いに答えなさい．
Ñ この放物線と双曲線は 1点で交わるが，その交点の x座標は aに依存しない．その交点の座標を求めな
さい．
Ñで求めた交点を Nとし，Nにおける曲線 Pの接線を l，Nにおける曲線Hの接線をmとする．

Ò lとmが垂直に交わるときの aの値を求めなさい．
Ó 直線 l;mおよび x軸で囲まれる図形の面積を S(a)で表すとき, S(a)を aの式で表し,S(a)の最小値
を求めなさい．

C 原点 Oの座標平面上に，曲線H : x
2

4
¡
y2

9
= 1，(ただし，x ¸ 2) がある．H上の点 Pを

P(r cosµ; r sinµ)と極座標表示して，Pと OP ? OQを満たす点 QをH上に取れる場合を考える．以下の問
いに答えなさい．
Ñ QがH上に取れるための Pの x座標の取り得る値の範囲を求めなさい．

Ò xがÑで求めた範囲にあるとき， 1

OP2
+
1

OQ2
は一定の値をとることを示し，その値を求めなさい．

Ó xがÑで求めた範囲にあるとき，PQの最小値を求めなさい．� š
A
g【剰余による分類】m
a !
x3 + 2x2 + 3x+ 2 = 4x+ 4

x3 + 2x2 + 3x+ 2¡ (4x+ 4) = 0

x3 + 2x2 ¡ x¡ 2 = 0

(x¡ 1)(x2 + 3x+ 2) = 0

(x¡ 1)(x+ 1)(x+ 2) = 0

x = 1;¡1;¡2

" f(n) = n3 +2n2 +3n+2¡ (4n+4)+ (4n+4)

= (n ¡ 1)(n + 1)(n + 2) + 4(n + 1)

n¡ 1; n; n+1; n+2は連続する 4つの整数であるから，
この中に 4の倍数が 1つあるが，それは n ではない．
よって n ¡ 1; n + 1; n + 2の中に 4の倍数があり
(n ¡ 1)(n + 1)(n + 2)は 4の倍数であるから f(n)は 4
の倍数である．

b 以下mod4とする．n が 4の倍数でないなら
ば n ´ 1;¡1; 2のいずれかである．
n ´ 1のとき，f(n) ´ 1 + 2 + 3 + 2 = 8 ´ 0
n ´ ¡1のとき，f(n) ´ ¡1 + 2¡ 3 + 2 ´ 0
n ´ 2のとき，f(n) ´ 8 + 8 + 6 + 2 ´ 0
よって，いずれの場合も f(n)は 4の倍数である．

B
l【最大値・最小値】n
a ! f(x) = ax2 ¡ ax+ 2，

g(x) = 4
x + 2aとおく．

f(x) = g(x)

ax2 ¡ ax+ 2 = 4
x + 2a

ax3 ¡ ax2 + 2(1¡ a)x¡ 4 = 0

(x¡ 2)(ax2 + ax+ 2) = 0

(x¡ 2)fax(x+ 1) + 2g = 0

が aの値によらず成り立つ条件は x = 2である．
ax(x+ 1) + 2 = 0は aの値によらず成り立つわけでは
ない．

f(2) = g(2) = 2a+ 2

よって，Nの座標は (2; 2a+ 2)

" f0(x) = 2ax¡ a，g0(x) = ¡ 4
x2
より，lの傾き

は f0(2) = 3a，mの傾きは g0(2) = ¡1である．
よって，lとmが垂直に交わるとき

f0(2) ¢ g0(2) = ¡1

3a ¢ (¡1) = ¡1 Ú a = 1
3

であり，これは 0 < a < 8を満たす．
# lの方程式は

y = f0(2)(x¡ 2) + f(2)
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y = 3a(x¡ 2) + (2a+ 2)

y = 3ax¡ 4a+ 2

であり，x軸との交点の x座標は

3ax¡ 4a+ 2 = 0 Ú x = 4a¡ 2
3a

mの方程式は

y = g0(2)(x¡ 2) + g(2)

y = ¡(x¡ 2) + (2a+ 2)

y = ¡x+ 2a+ 4

であり，x軸との交点の x座標は

¡x+ 2a+ 4 = 0 Ú x = 2a+ 4

0 < a < 8より

(2a+ 4)¡ 4a¡ 2
3a =

6a2 + 8a+ 2
3a > 0

であるから

S(a) = 1
2
¢
6a2 + 8a+ 2

3a ¢ (2a+ 2)

=
2(3a2 + 4a+ 1)(a+ 1)

3a

=
2(a+ 1)2(3a+ 1)

3a

S0(a) = 2
3a2
h(a)の形となり

h(a) = f2(a+ 1)(3a+ 1) + (a+ 1)2 ¢ 3g ¢ a

¡(a+ 1)2(3a+ 1) ¢ 1

= (a+ 1)f2a(3a+ 1) + 3a(a+ 1)

¡(a+ 1)(3a+ 1)g

= (a+ 1)(6a2 + a¡ 1)

= (a+ 1)(2a+ 1)(3a¡ 1)

a 0 Ý
1
3

Ý 8

S0(a) ¡ 0 +

S(a) & %

したがって，S(a)の最小値は

S# 1
3
; = 2

3
¢

16
9
¢ 2

1
3

=
64
9

C
l【極座標と極方程式】n
a ! P(r cosµ; r sinµ)を

9x2 ¡ 4y2 = 36に代入し

r2(9 cos2 µ¡ 4 sin2 µ) = 36

r2f9 cos2 µ¡ 4(1¡ cos2 µ)g = 36

r2(13 cos2 µ¡ 4) = 36

P が存在する条件はこのような r2 > 0 が存在すること
で 13 cos2 µ > 4 .................................................1
一方，Pに対し，OP ? OQであるような Qが存在す
る条件は（OQの偏角は OPの偏角 µに対し µ§ ¼

2
と

なるから）

13 cos2 #µ§ ¼
2

; > 4
13 sin2 µ > 4

sinµ > 2
B

13
Ú tanµ > 2

3

になることであり，このとき y2

x2
> 4
9
より 9y2 > 4x2

である．ここに y2 = 9
4
x2 ¡ 9を代入し

81
4
x2 ¡ 81 > 4x2

65
4
x2 > 81

x ¸ 2であるから x > 18
B

65

" 13 cos2 µ¡ 4 = 36

OP2
，13 sin2 µ¡ 4 = 36

OQ2
を辺

ごとに加えて 36で割り
1

OP2
+
1

OQ2
=
13¡ 8
36

=
5
36
.....................2

# ÎPOQ = 90Üであるから

OP2 +OQ2 = PQ2

であり2より
PQ2

OP2 ¢OQ2
=
5
36
......................................3

一方，相加・相乗平均の不等式より

5
36
=

1

OP2
+
1

OQ2
¸ 2

G

1

OP2
¢
1

OQ2
=

2
OP ¢OQ

OP ¢OQ ¸
72
5
.........................................4

3，4より

PQ =

B

5
6
¢OP ¢OQ ¸

B

5
6
¢
72
5
=
12
5

B

5
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等号は OP = OQ = 6
B

2
B

5
のときに成り立つ．

そのとき cosµ = 1
B

2
で，1を満たす．

b ! 図で漸近線 y = § 3
2
x に直交する直

線 y = ¨ 2
3
x（複号同順）とHの交点を考え，x > 18

B

65

d この形での OP;OQを考える問は，楕円では
1990 年の東大など多くの例があるが双曲線では初出
である．

q 易しいA，ほどほどに解けるB，
新傾向のC，というセットで，よく工夫された問
題である．

(SM，渡邉，都賀，坂本賀，前田拓，安田亨)

 

 

 


